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 فصل پنجم

 های توانیسری
 

 

 تعریف: سری توانی

اگر 
0( )n na 


ییک عیدد حقیقیی ثابیی باشید سیری        cییک دنبالیه از اعیداد حقیقیی و     

0

( )n

n

n

a x c




  را یک سری توانی به مرکزc  و ضرائب حقیقیna نامیم.می 

 کنیم.رابرابر یک فرض می 00در سری توانی نکته: 

مثال: 
0

n

n

x




  1یک سری توانی به مرکز صفر با ضرائبna  باشد.می 

2
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1 ........ .....n n

n

x x x x




      

 نامیم.این سری را، سری هندسی می

 قضیه: همگرایی سری هندسی

در  x هر سری هندسی همگراسی اگر و تنها اگر قدر مطلق قدر نسبی آن )ی نی عمله

 ( کمتر از واحد باشد، به عبارتیnxسری هندسی 
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1n

n

x x




 همگراسی 

و اگر همگرا باشد، 
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 مثال: 
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 تعریف: شعاع همگرایی و بازه همگرایی)ناحیه همگرایی( سری

اگر 
0

( )n

n

n

a x c




  یک سری توانی باشد، ناحیه همگرایی این سری عبارت اسی از

 ها سری توانی همگرا باشد،ی نی،که به ازای آن xمجموعه همه اعداد حقیقی 


0

( )n

n
n

x ca




همگراسی |x R  =ناحیه همگرایی سریE  

نیز  ن را بازه همگرایی سریآمیشه یک بازه اسی شود که این ناحیه هو چون ثابی می

 نامند.می

 همننین ش اع همگرایی سری عبارت اسی از 


0

( ) n

n

n

a x c




    همگرا باشد  sup supR x c x E x c     

 ی نی حداکثر فاصله نقاطی که به ازای آنها سری همگرا سی، تا مرکز سری.

 

xقابل ذکر اسی که هر سیری تیوانی دسیی کیم بیه ازای      c     ی نیی در مرکیز سیری

 همگراسی بنابرین ناحیه همگرایی، تهی نیسی.

اگر 
0

( )n

n
n

x ca




یک سری توانی باشد، به ازایx c:داریم 

0 1 2 0
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( ) 0 0 ..... 0 ....n
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x c x ca a a a a a




             

 صفر اسی.برابر نهایی زیرا حاصل ضرب صفر مطلق در بی

درمثال:
0

n

n

x




،ی نی سری هندسی 

1R و  
0

| | | 1 ( 1,1)n

n

x x x




   همگراسی |E x R  
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 قضیه: تعیین شعاع همگرایی سری 

اگر 
0

( )n

n

n

a x c




  1یک سری توانی باشد، ش اع همگرایی سری برابر اسی بیا
R




 که در آن،

1n
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a
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n
n
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 های زیر را مشخص کنید.ش اع همگرایی سریمثال: 
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با توعه به دستورسری توانی در این مثال،
2
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1، بنابرین 
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که در آن 
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R
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بنابرین در مثاسبه 

1

2( )

ln( )
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n
Lim

n
مییل  صورت کسر به سیمی ییک و مخیرج بیه      

 کند پسمی
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1اسی که در این مثال فرمولواضح 
R


      کاربرد نیدارد، در ایین حالیی بطیور قیرارداد

Rکنییییم ت رییییف میییی    و در نتیجیییه ناحییییه همگراییییی ایییین سیییری برابیییر

( , )E R   .می باشد 

1

( ) , ?n

n

nx R




 

1 1

( )n n n n

n
n n

nx n x na
 

 

    

n nn
nn n n

Lim Lim n Lim na
  

     

0Rدر این حالی نیز بطور قرارداد  شود پس ناحیه همگراییی فقیط مرکیز    ت ریف می

سری را شامل اسی ی نی   0E c . 

 تعریف: بسط تو انی تابع یا بسط تابع به صورت سری توانی 

ناحیه همگرایی سری توانی Eاگر 
0

( )n

n
n

x ca




    باشد، در ایین صیورت سیری تیوانی

0

( )n

n
n

x ca




را بسط توانی تابرf با دستور زیر، حول نقطهc نامند.می 

0 0
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( ) ( ) ( )
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f x x c Lim x ca a



 



    
 

مثال:
0

n

n

x




  1بسط توانی تابر

1
y

x



1برای   1x  باشد.می 
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nx x x
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 باشند.وابر میتمربوط به کدام های زیر به کمک سری هندسی ت یین کنید بسطمثال: 
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1برای  1x    0ی نی 2x  

1
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1
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1برای 
2

x
  2ی نی 2x  . 

بنا بر مثال فوقنکته:
0

( 1)n

n

x




 و
1

0 2

n

n
n

x




     ،1هیر دو بسیط تیوانی تیابر

2
y

x



 

ییک   شود هر تابر حول یک نقطیه ثابیی ییک و فقیط    باشند، در حالی کلی ثابی میمی

های اخیر حول دو مرکز بیه ترتییب بسیط اول حیول     بسط توانی دارد، در مثال بالا بسط

1c= 0و بسط دوم حول مرکزc  کند.بود و این موضوع تناقضی ایجاد نمی 
2
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برای 
2

1
3

x
 2ی نی 3x  4ی نی 3x . 

 بسط توانی توابر زیر را مشخص کنید.مثال: 
1

1
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1xبرای   1و یاx . 
1

2
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 1 1 1 1 1 1 1 2x x x x o             

 و یا به روش دیگر

1
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1برای
2

x
 2ی نیx   1، که البته عواب اول بسط تیابر

2
y

x



حیول نقطیه    

1c    0و دومی حولc= .اسی 

 قضیه: مشتق یک سری توانی

اگر
0

( )n

n
n

a x c




بسط توانی تابرf  حول نقطهc  با ش اع همگراییR باشد، آنگاهf

 پذیر اسی و داریم:مشتق (C-R,C+R)بر این بازه ی نی 

1

1

( ) ( )n

n
n

f x n x ca






   

درایین صیورت سیری     شیتق گرفیی و  شود عمله به عملیه م ی نی از هر سری توانی می

fحاصل، بسط توانی تابر  .با همان ش اع همگرایی خواهد بود 

اگر از نکته: 
2

1

sin( ! )

n

n x

n





    عمله به عمله مشیتق بگییریم، سیری ،
2

1

!cos( ! )

n

n n x

n







ییک   شود که واگراسی، این مسئله تناقض با قضیه فوق ندارد زیرا ایین سیری  حاصل می

 توانی نیسی.   سری

بسط توانی تابر مثال:
2

1

(1 )
y

x



 را بنویسید.

1 حل: 1
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0 1 1
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1xبرای . 
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اگر مثال:
2
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x
f x
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 مطلوب اسی بسط توابر ،,f f . 

 حل: 
1
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گیری از سری با مشتق
0 1

n

n

x

n



 
شود زیرا متغیر، عمله اول حذف میx ین ندارد بنابر

1nمشتق این سری از عمله  شود.آغاز می 

ری تیوانی تیاثیری بیر شی اع     سی یا انتگرال گرفتن از  گیریشود که مشتقثابی مینکته: 

سری توانی نیدارد، در مثیال فیوق شی اع همگراییی سیری تیوانی مربیوط بیه           همگرایی

, ,f f f   1هر سه برابرR   ی نی ش اع همگرایی بسطf باشد.می 

به صورت  fبسط توانی تابرمثال: 
!

n

n o

x

n





 باشد  می 

 اولاً: ش اع همگرایی سری را مشخص کنید .

fثانیاً: بسط تابر .را مشخص کنید 

 ید.را بطور دقیق مشخص کن fثالثاً: ضابطه

 ش اع همگرایی سری باشد. Rاگر اولاً:حل: 
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)کنیم ت ریف می , ),E R     پس اینبسط برای هرx R سی.م تبر 
1 1

0 1 1

( ) ( )
! ! ( 1)!
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f x

n n n

   

  

   


   

 گیری حذف شد.عمله اول سری به دلیل اینکه عدد ثابی بود پس از مشتقثانیا:
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xبرای هر R 

fچونثالثا: f  اییم )در ت رییف   رویمجموعه اعداد حقیقی، پس بنابر آننه قبلاً دیده

 اسی بنابرین  xeضریب ثابتی از تابر fتابر نمایی(

( ) xf x ke  

م لوم شود که  kباید ثابی  fیق تابرباشد برای بیان دقیک عدد ثابی می kکه در آن 

0xدهیم دهیم. برای راحتی قرار میمقدار می xبرای این منظور به   این بسط برای(

xهر  R :م تبر اسی(، در این صورت داریم 
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پس
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 بسط توانی تابرxy e باشد.مجموعة اعداد حقیقی میروی 

 قضیه: انتگرال سری توانی

اگر 
0

( )
n

n

x ca




 بسط توانی تابر( )y f x با ش اع همگراییR  حیول نقطیه ،c

 پذیر اسی و داریمانتگرال f، تابر )R,C+R-C(باشد آنگاه بر هر زیر بازه بسته 

1

0 0

( ) ( ) ( )
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x x
n nn

nc c
n n

f t dt t c dt x c
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a
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شود عمله به عمله انتگرال گرفی و سری حاصل بسیط  به عبارتی از یک سری توانی می

)توانی تابر  )
x

c
f t dt .با همان ش اع همگرایی خواهد بود 

ln(1بسط تابر مثال:  )y x .را پیدا کنید 

n 
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 حل:
0 0
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1xبرای  1ی نیx  بنابرین ،
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 بسط توانی(ln(1 ))x  حول نقطه

0C  باشد و برای یافتن بسط میln(1 )x  باید از
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1xبرای   
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)1بسط تابر مثال:  )y tg x.را ت یین کنید 

1 حل: 2 2
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2برای 1x 1ی نیx . 

1 2 2

0
0 0

2 1 2 1

0

0 0

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
2 1 2 1

x x
n n n n

c
n n

n n
n x n

n n

tg x t dt t dt

t x

n n

 


 

  

 

    

  
 

  

 

 

 : بسط تیلور تابع وبسط مک لورن تابعتعریف

ای از این بازه، در ایین  نقطه cپذیر باشد ونهایی مرتبه مشتقتا بیIبربازه  fاگر تابر

xصورت برای هر  I  بجزx cسری ،
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    را بسیط تیلیور تیابر

f حول نقطهc 0نامیم و در حالی خاص، اگرمیc      بسط تیلور را بسیط میک لیورن

 خوانیم.می

حول fبسط تیلور تابر
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،fبسط مک لورن تابر
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 بسط تیلور توابر زیر را حول نقاط داده شده ت یین کنید.مثال: 

)حول ) sin( ) : 0f x x c  
 شود.در این حالی بسط مک لورن می

( )

0

sin (0)
sin( ) ( 0)
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0cبرای یافتن این بسط باید مشتقات متوالی تابر را در نقطه  .حساب کنیم 

( ) sin( ) (0) 0f x x f  

( ) cos( ) (0) 1f x x f   

( ) sin( ) (0) 0f x x f    

( ) cos( ) (0) 1f x x f     
(4) ( ) sin( )f x x 

  شود ی نیو از این مرحله به ب د عملات بالا هر چهار مرتبه، یکبار، تکرار می

( 4) ( )( ) ( )n nf x f x  
( )2 3 (4) 4

(0)(0) (0) (0)
sin( ) (0) (0)
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n nf xf x f x f x
x f f x
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شود و فقط عمیلات فیرد آن هیم یکیی     در بالا دیدیم که مشتقات یک در میان صفر می

 مانند بنابرین،میمثبی و یکی منفی باقی 
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)حول ) cos( ) 0f x x c  

 بطور مشابه

( ) cos( ) (0) cos(0) 1f x x f   

( ) sin( ) (0) sin(0) 0f x x f      
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( ) cos( ) (0) cos(0) 1f x x f       

( ) sin( ) (0) sin(0) 0f x x f    
(4) ( ) cos( )f x x 

)cosدر تابر  )x      شیود و مطیابق بیالا    هم، مشتقات هر چهیار مرتبیه، یکبیار، تکیرار میی

,1بینیم که عملات فرد ضریب صفر و عملات زوج، یک در میان ضیریب  می 1   دارنید
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حول 
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)حول ) cos( ) : 0f x x c  
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)حول ) sin( )cos( ) : 0f x x x c  
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f x x x  
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 های زیر را حل کنید.کمک بسط توانی توابر، انتگرالبه مثال: 
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گیری این اسی که ابتیدا بسیط تیوانی    بینیم که یک روش دیگر انتگرالدر مثال فوق می

 .متابر زیر انتگرال را یافته و سپس، از این بسط عمله به عمله انتگرال بگیری

باشد، در واقر ییک هیدف   در حل انتگرال م روف میها بیان این روش که به روش سری

 اصلی از بیان این فصل بود.

 چند بسط تیلور که اغلب مورد نیاز است.
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 تمرین

 های توانی زیر را مثاسبه کنید.ش اع همگرایی سری .1
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 بسط توانی توابر زیر را ت یین کنید. .2
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5تییوانی تییابر  بسییط .3 4 3 22 2 1y x x x x x       1حییول نقطییهC  را

 .بنویسد

 باشند.های زیر مربوط به کدام تابر میت یین کنید هر یک از بسط .4
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 های زیر را حل کنید.ها( انتگرالبه کمک بسط توانی توابر )روش سری .5
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)به کمک بسط توانی تابر  .6 1)
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